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Numerikus integralas



Numerikus integralas

* Newton-Leibniz szabaly

def 0

I(f) = | f(x)dx = F(b)—F(a)

» Hatarozott (Riemann-)integralok
numerikus modszerekkel valo kozelitése



Korabban tanult fogalmak

« Kvadratura-formula
, . b n
sulyozott osszeg J‘ Fx)dx~Q (f) = ZWi f(x)
a =1

* Interpolacios kvadratura-formula
megkaphato az alappontjaira felirt Lagrange-féle
iInterpolacids polinom kiintegralasaval

 Newton-Cotes formula
ekvidisztans modon valasztunk alappontokat



Korabban tanult fogalmak

Nyitott formula (a hatarok nem alappontok)
Zart formula (a hatarok is alappontok)

Erintd6-formula

1<f>z<b—a>f(“+bj

Trapéz-formula 2

1(f)~(b-a)

f(a)+ f(b)
2




Kvadratura-formula rendje

Definicié. A O, kvadratura-formula rendje
az r szam, ha®, barmely legfeljebb r-ed foku
p(x) polinomra pontos (0=R,(p)=1(p)-0,(p) ),
de letezik olyan r+1-ed foku q(x) polinom,
amire O, mar nem pontos, tehat R (q) # 0.

A fenti definiciot atfogalmazhatjuk: A rend r,
ha O, pontosaz 1,x,x”,..., x" hatvany-
fliggvényekre, de nem pontos x""“re.



A rend meghatarozasa

» Az atfogalmazott definicio alapjan a rend
meghatarozasahoz csak véges sok
(legfeljebb 2n) polinomot kell megvizsgalni.

» Ha az alappontokat es a sulyokat
ismeretlennek tekintjuk, akkor egy r+1
egyenletbdl allo 2n valtozds nemlinearis
egyenletrendszert kell megvizsgalni.



A rend meghatarozasa

b
w+W, oW, =I1dx
a

b
WX, F WX, .. +Ww X = jxdx

a

b
r r ro__ r
WX, +W,x, +..+Ww X, —jx dx
a

Sejtés: r+1<2n



FelsO korlat

Tétel. A O n alappontos kvadratura-formula
rendje legfeljebb 2n-1 lehet.

Bizonyitas.
Tekintsiik ¢(x) = (@, (x))* 2n-ed foku
polinomot, ahol @, (x) = (x —x,)...(x — x,,).

0< [ (@,(0)} dr=1(q) % 0,() = Y w(®,(x))’ =0

Tehat erre mar nem pontos a formula.



Peélda

Hatarozzuk meg az a es b alappontokhoz
tartozo maximalis pontossagu formulat!

Tekintsuk az alabbi egyenletrendszert!
w, +w, zildx=b—a

2 2
b —a

b
wa+w,b = jxdx =
a

Ennek egyetlen megoldasa a trapez-
formulahoz vezet:
f(a)+ [ (D)

w=w, =24 0()=(b-a)
) 2
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Gauss-kvadratura
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Sulyfuggveny
* Tekintsuk az alébbib integralt!
I1(f) = | f(x)p(x)dx

o(x) rogzitett, nemﬁegativ integralhaté
un. sulyfuggveny
* A numerikus kozelitést toyabbra is
I(f)=0,(f) :ZWif(xi)
alaku kvadratdra-formulaval végezziik, ami
explicit médon a sulyfuggvenyt nem
tartalmazza.
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Sulyfuggveny

» Olyan sulyfuggvenyekkel foglalkozunk,

amelyek teljesitik a kovetkez0 feltételeket:

a)p(x) =0 és p(x)-nek legfeljebb véges
sok zérushelye van [a,b]-ben

b)o(x) folytonos [a,b]-ben
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Alkalmazasok

Ha sok olyan fuggveny integraljat kell
kKiszamitani, amelyek kozos tenyezot
tartalmaznak (érdemes a kozos téenyezot
sulyfuggvénynek venni).
Valoszinlségszamitasi feladatok

Fizikai, kémial jellegU problémak

Korabban tulajdonképpen a po(x) =1
specialis esettel dolgoztunk.
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Az interpolacios kvadratura
formulakra altalanositasok

[ F(p()d =0, () =3 £ ()] 1,(x)p(x)d

def 0

Sulyok: w, = jLi(x)p(x)dx

Hasonloan atalakithatok az interpolacios
kvadratura-formulakra vonatkozo szamos
alapveto tetel (képlet hibara, rendre, stb.)
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Gauss-kvadratura

» Hatarozzuk meg, hogy melyek a ,legjobb”
kvadratura-formulak, amelyeknek
maximalis a rendjuk.

Definicio. Adoft [a,b] intervallumhoz és p(x)
sulyfiggveényhez tartozo maximalis renddi
kvadratura-formulakat Gauss-féle kvadratura-
formulaknak nevezzik.
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Mikor lehet a rend maximalis?

Tétel. Az [a,b] intervallumhoz és a p(x) suly-
fliggvényhez tartozé n alappontos 0,
interpolacios kvadratura-formula rendje
akkor és csak akkor 2n-1, ha barmely
legfeljebb n-1-ed foku p(x) polinomra

[ P, (x)p(x)dlx = 0.
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Bizonyitas

Szukségesseéeg
A p(x)w,(x) polinom fokszama legfeljebb 2n-1,
igy pontos ra a formula:

[ P00, (x)p(x)dx = 3w, p(x ), () =0
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Bizonyitas

Elegendoseég

Legyen g(x)egy tetszbleges legfeljebb 2n-1-
ed foku polinom.

Végezzink el egy euklideszi osztast g(x)-en
w,(x) -szel:
g(x) = q(x),(x)+r(x)

ahol
oq,or <n-—1.
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Bizonyitas
Az elbbbi osztast felhasznalva:

J g(0p(x)dx =

j g(xX)@ (x)p(x)dx + j r(x) p(x)dx =

0+0,(r)=
0,(2).
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Ortogonalitas

Definicio. Az (x),g(x) € Cla,b] fliggvények-
nek az [a,b] intervallumhoz és a p(x) suly-

fliggvényhez tartozo belsé szorzatat az
def 0

[/>8]1= | S(x)g(x)p(x)dx

integrallal értelmezziik. Az f(x) és a g(x)
fliggvenyek ortogonalisak, ha

[/,g]=0.
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AC,la,b]euklideszi tér

* Megmutathato, hogy az el6bbi definicioban
szerepld formula valoban bels6 szorzatot

definial.
* A kapott euklideszi teret, igy jeloljuk:
C,la,b].
* Az egyszerlség kedveeért nem tuntetjuk fel

kulon a sulyfuggveénvt, és a belso szorzat
felirasanal elhagyjuk az argumentumot:

[/, g]-tirunk [f(x),g(x)] helyett.
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Az el0z0 tetel atfogalmazasa

Tétel. Az [a,b] intervallumhoz és a p(x) suly-
fliggvenyhez tartozo tetszdleges n alap-
pontos Q. interpolacios kvadratura-formula
rendje akkor es csak akkor 2n-1, ha az
alappontjaira felirt o (x) n-ed foku polinom
ortogonalis barmely legfelijebb n-1-ed foku

p(x) polinomra.

Megjegyzés. Fontos szerepe van a polino-
mokbdl allé P, [a,b] < C,[a,b] altérnek.
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Ortogonalis polinomrendszer

Definicio. Rogzitett [a,b] intervallumhoz és
p(x) sulyfiiggvényhez tartozé ortogonalis
polinomrendszeren polinomok olyan

Do (X), pi(X),..., p, (X),...
sorozatat erfjuk, ahol
a)dp,(x)=n
b)

[P P,]= | P(¥)p,(x)p(x)dx =0, hai=n.
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Ortogonalis polinomrendszer

Ortogonalis polinomrendszert tekintve

*{p,(x), p,(x),..., p,(x),...; aP,[a,b] ter bazisa,
vagyis minden n-7-ed foku q(x) € Bla,b]

polinom egyertelmlen felirhato igy:
n—1
q(x) =D o, p,(x).
i=0

» p,(x) ortogondlis minden legfeljebb n-1-ed
foku ¢(x) polinomra.

25



Ortogonalis polinomrendszer

letezese
p,(x)=0, py(x)=1
pn+1 (X) — (X o IBn+l)pn (X) o 7/5+1pn—1 (X)

rekurzio ortogonalis polinomrendszert
hataroz meg, ahol

“[xp,,P,] “ [p,,p,]
ﬂn+1: 97/12:()9 7/;34-1: ”
[pnbpn] [pn—lﬂpn—l]

tetsz6leges [a,b] intervallumot és o(x) suly-
fuggvenyt veve.
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Ortogonalis polinomrendszer
unicitasarol
e Ha{p,(x)} és{q,(x)} azonos intervallumhoz
és sulyfuggvenyhez tartozo ortogonalis
polinomrendszerek, akkor megadhato
olyan {«, } szamsorozat, hogy

q,(x)=a,p,(x),

minden n természetes szamra.
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Ortogonalis polinomok
gyokeinek eloszlasaral
* A {p (x)}ortogonalis polinomrendszer p, (x)
elemének x{" gyOkeire igaz, hogy (1<i<n)
a) a gyokok valosak, egyszeresek és az
(a,b) intervallumban vannak.
b) p...(x) gyokei szétvalasztjak p,(x) gyokeit,
a<x"

C) a gyokok mindenutt surin vannak (a,b)-ben,

<x" D <x <x) T < <x"D < x < b

(vegtelen sok gyok van minden reszintervallumban).
28



Gauss-kvadraturak

« Maximalis rendU kvadratura-formulat
kapunk, ha a p,(x) polinom zérushelyeihez
tartozo interpolacios kvadratura-formulat

vesszuk.

» A Gauss-kvadraturak tulajdonsagait a
kovetkezO tetelben foglaljuk ossze.
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Gauss-kvadraturak

« Tetszbleges [a,b] intervallum és p(x) suly-
fliggvény esetén a U, Gauss-kvadratura

a) egyertelmulen létezik és rendje 2n-1
b) alappontjai a 7,(x) polinom Xx,,..., x
gyokel, sulyait az alabbi integralok
adjak: W p(x)

N G )
c) a sulyok pozitivak.

n

o(x)dx
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A Gauss-kvadratura sulyal

» A Gauss-kvadratura sulyait ugy is
megkaphatjuk, hogy az alappontokat
behelyettesitjuk az ortogonalis
polinomokba és megoldjuk az alabbi
linearis egyenletrendszert0 <i<n-1:

anw‘p(x.):;[p()apo], hai=0
j=1 JAETAT kO,halgign_l
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Megjegyzeés

 Kidolgozhatok a Gauss-formulakon alapulé
kvadraturaszabalyok is, de hasznalatuk
nehezkes, mert a sulyok erteke altalaban
fugg az integralasi intervallumtol.

» Hasznalnileheta p(x)=1 sulyfuggvény-
hez tartoz6 Legendre-Gauss fomulakat.
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Peélda

Vezessuk le a [0,1] intervallumhoz es a

o(x) = Jx sulyfuggvényhez tartozo Gauss-
kvadratura formulat 1 alappont esetén.

p_l(X)EO, pO(X)El pn+1(x):(x_ﬂnﬂ)pn(x)_7/5+1pn—1(x)

def['xpnﬂpn] def [pnﬂpn]
n+l1 — 9 12 — U, ;34—1 — 9
B 7, =0, y
lp,.p,] [P 1> Pt ]

p(x)=(x=0)p,(x)— 7/1217—1 (x)=x-p
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Peélda

jxfdx
[x,1] 3 3
P = ~ =z p(x)=x——
L1 jfdx . 5

b

_ P (X) _ 1 _2
me }[ (x—x)p,(x) PR = '([\/;dx 3

2 (3
Ql(f)—gf(gj




Peélda

1
3/..: 2
j x” (s 7o) dx
0
Az integral pontos erteke:

2
T =3
2

~ (0.08700455614

87T

A p(x) =1 sulyfiggvényhez tartozé 5 alappontos
Gauss-kvadraturaval valo kozelités eredménye:

0.08790654574 35



Gyakorlo feladatok
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Gyakorlo feladatok

* Vezesse le a [0,1] intervallumhoz és a

o(x) = Jx sulyfuggvényhez tartozo Gauss-
fele kvadratura formulat 3 alappont esetén.
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Gyakorlo feladatok

* Mutassa meg, hogy

1@, (x)dx
pontosan akkor lesz'minimalis, ha az
U,(x)=LU,(x)=2x,...,
U, (x)=2xU,(x)-U,_(x)

rekurzioval definialt n-edik masodfaju
Csebisev-polinom zérushelyeit vesszuk
alappontoknak.
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Gyakorlo feladat

» Kozelitse a [0,1] intervallumhoz és az
azonosan 1 sulyfuggvenyhez tartozo 5
alappontos Gauss-kvadraturaval az

alabbi integralt.

|
j x> (sin ) dx
0
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