Kozelitd és szimbolikus
szamitasok haladoknak

8. el6adas
Nemlinearis egyenletrendszerek
megoldasa, fixpontiteracio és a
Newton-maodszer valtozatai



Nemlinearis egyenletrendszerek



Nemlinearis egyenletrendszer
(%, Xg10%,) =0
F,(X,X%,....X ) =0
F (X, %,,...,X.) =0

F:R" - R (1<i<n)



Nemlinearis egyenletrendszer

omorebb irasmod

F(X)=0
F:R" - R"
F(X) = (F.(X), F,(X),....F, (X))



Hany megoldasa lehet eqy

egyenletrendszernek?

e Linearis egyenletrendszer esetén 0,1 vagy
vegtelen sok.

 Nemlinearis esetben akarmennyi .

Pelda. Az alabbi egyenletrendszernek a
parameéterek alkalmas megvalasztasaval
parmennyi gyoke lehet (0,1,2,3,4,...vegtelen

s0k). ax + X, +y =0
sinx, —x, =0




Nemlinearis egyenletek

gyOkeinek kozelitése
 Newton-modszer (erintd-maodszer)

f(x)=0
o - 1)
TR,

* A Newton-modszer iteracios formulaja
nemlinearis egyenletrendszerek
megoldasara is hasznalhato. Ehhez
azonban szuksegunk van a derivalt
fogalmanak eqgy altalanositasahoz.



Derivalt

Definicio. Az F:R" - R" leképezés
(Fréchet-)differencialhato az x* helyen, ha
étezik olyan ALTR™" matrix, amellyel

i IFOCH) —F () — Al _
-0 Ih]

Az A matrixot az F fuggveny x*-beli
derivaltjanak nevezzik és F’(x*)-gal jeloljuk.




Derivalt flggvény

Definicid . Az F fuggveny differencialhato az
@)

D O R" halmazon, ha barmely x° 0 D helyen

étezik F'(X") .Ekkor az

O
F'(X):DOR" - R™

az (elsd) derivalt fuggvény.




Megjegyzeés

Az m=n=1 specialis eset ben a differencial-
hatdsag szokasos definiciojaval ekvivalens
fogalomhoz jutunk.

m‘F(XDJf h) — T:‘(D)— F'(x)h| _

* A bevezetett derivalt szorosan kapcsolodik
a parcialis differencialhatosag hoz.



Megjegyzeés

 Ha F’(x*) létezik, akkor egyertelmd, és
megegyezik a parcialis derivaltak
helyettesitési ertékeibdl allo Jacobi-

matrixszal (m=n esetén):

_0F(x)
X

J
1<I,] €n

a;
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Peéelda

Hatarozzuk meg az alabbi figgvény derivaltjat.

F:R - R’ F(x):[xf”ﬂ

A derivalt figgvény:
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Fixponttételek, fixpontiteracio

12



Fixpont

Az F(X) =0 egyenletrendszert hozzuk
ekvivalens modon a kévetkez6 alakra.

. X=G(x).
A fentl egyenletrendszer megoldasai a G
fggveny fixpont jal.

Az eredeti egyenletrendszer megoldasanak
problémajat fixpontok meghatarozasara
vezethetjuk vissza.
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Kontrakci6

Definicid . Legyen D O R"nem ures halmaz.
A G:R" o R" leképezés kontrakcio D-ben,
ha létezik olyan O < K <1 kontrakciés
konstans, hogy barmely u,v[ID -re

1G() —G(v) [E«|[u—V]|.

e A kontrakcios konstans valasztasa nem
egyertelmad és figghet a normatal is.

* A kontrakciobol kovetkezik a folytonossag,,




Kontrakcio és fixpont

» Ha G kontrakcio D-ben, x, 1D és az

X = G(X,)
képlettel definialt { X } sorozat minden tagja
D-ben van, akkor { x_} Cauchy -sorozat .

e Legyen D O R" nem ures zart halmaz és a

G:D - D fiuggvény kontrakcié D-ben. Ekkor

G-nek pontosan egy x* fixpontja van D-ben.

(Banach-féle fixponttétel véges dimenzios vektorterekre
vonatkozo specialis esete.)
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Brouwer-féle fixponttétel

e LegyenD OR"nem ures korlatos zart halmaz
ésaG:D - D fuggvény folytonos D-ben.
Ekkor G-nek van x* fixpontja D-ben.

Az egyértelmiseg még az egydimenzids
esetben sem all fenn. Pl. a[0,]] — [0]]

identikus lekepezésre minden [0,1] pont
fixpont.
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Egyenletrendszer megoldasa
fixpontiteracioval
Feladat: Az F(x)=0 x* gyokenek kozelitese.

Eljaras: Hozzuk ekvivalens atalakitasokkal

az egyenletrendszert x=G(x) alakra,
valasszunk alkalmas X, kezd oerték et és

képezzik az X ,, = G(X,) iteracios
sorozat tagjait.

A G flggvenyt iteracios fuggvény nek
nevezzuk.

17



Globalis és lokalis konvergencia

* Az iteracio globalisan konvergens , ha
tetszOleges kezdbeértéket valasztva a
megoldashoz tart az iteracid sorozat.

e Az iteracio lokalisan konvergens , ha a
gyoknek van olyan kdrnyezete, hogy abbal
tetszOleges kezdbelemet valasztva, az
iteracio sorozat nem lép ki és tart a
megoldashoz.
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Ostrowski-téetel

Legyen G: R" . R"leképezes, x* a G
fixpontja. Ha G differencialhato x*-ban és a
G’(x*) derivalt matrix spektralsugara kisebb
mint 1, akkor az iteracio lokalisan
konvergens.

o A téetel kétféle értelemben is lokalis: 1)
lokalis konvergenciat mond ki, 2) csak
lokalis differencialhatosagot kovetel meg.
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A Newton-modszer és valtozatal
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Newton-modszer

o Tekinthetd ugy, mint a fixpont-iteracio
specialis esete, amikor a G iteracios
flggvenyt igy definialjuk:

G(x) =x—(F'(x)"F(x)
* A Newton-maodszer iteracids formuldja:

X1 = %, = (F'(%,)) " F(x,)

e A modszer akkor alkalmazhatd, ha

F'(X,)

nem szingularis.
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Peéelda

o KOzelitsik a Newton-maodszerrel az
alabbi egyenletrendszer egyik megoldasat
a (-0.6, 0.6) pontbadl kiindulva.

X —3xy’ =1
3X’y-y> =0
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A Jacobi-matrix és inverze:  J(X,, ;) :{

Megoldas

I (X V) =

(-0.6000,0.6000)
(-0.4000,0.8629)
(-0.4998,0.8660)
(-0.5000,0.8660)
(-0.4999,0.8660)

3(X; +Ya)°

1 (ﬁ—ﬁ 2&%}
—2XY, X -Vi

2

X2 =y

-2X.Y,
XYn X —Ve

A kezddbertéktdl figgben az eljarassal kdzelithetdk
az egyenletrendszer megoldasai:

|

143

2' 2

f

143

21

2

}(w)
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Megjegyzeés

« A gyakorlatban az invertalast elkerilik az
alabbi maodon:

S = K — X
F'(X,)s, =—F(X.) (lin. egyenletrend.)
X =% TS,

Vesd 0ssze a fentieket az iteracios képlettel:
X1 =% ~(F'(%,)) "F(X,)
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Lokalis konvergencia tétel
(Baluev tétele)
Legyen F:R" _, R leképezés és X" az
F(X) =0 egyenletrendszer megoldasa.
Tegyuk fel, hogy megadhatok olyan 8,y,9,0 >0
konstansok, hogyo=8y/2, oo<1, F

folytonosan differencialhato Sé(XD) -ban,
tovabba

a) [|(F'(x))™" [k B, barmely x 1 S;(x)-ra
b) [|F'(u) —F'(v) [ y|[u=V]|barmely
u,vOS,(x") -ra. .




Lokalis konvergencia tétel
(folytatas)

Ekkor tetszoleges X, SJ(XD) kezdoértéket
valasztva kepezhet6 az

_ . -1

X1 = %, ~(F'(,)) "F(X))
képlettel definialt iteracios sorozat, és a
kovetkezdket teljesiti barmely N =1 -re:

az iteracio lokalisan konvergens, azaz

() % 0S5(X)

(i) X, — X~ és X az F(X) =0 egyetlen
megoldasa az SJ(XD) kérnyezetben, o




Lokalis konvergencia tétel
(vege)

tovabba érvényesek az aIébDbi
hibabecslések (€, = X, — X" a hibavektor):

iy |le |Eollef

1 :
(iv) H@JE;;@THQJYZ
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Megjegyzesek

* A konvergencia rendje legalabb 2.

* A Newton-modszer intervallumos valtozata
(intervallum aritmetikan alapuld
Kiterjesztéese), hasznalhatdo matematikai
allitasok szamitdgepes bizonyitas ara,
ahogyan mas fixpontiteracios modszerek is.

o Szamitogepes bizonyitasok (négyszin tetel,
Kepler-probléma, korpakolasi feladatok)

8



Globalis konvergencia tetel

Legyen az F:R" . R" fuggveny folytonosan
differencialhaté és konvex R"-ben. Tegyiik
fel, hogy az F(X) =0 egyenletrendszernek
étezik X' JR" megoldasa, F'(X) reguléris

e (F'(X)1=0

R“-ben mindeniitt.
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Globalis konvergencia tetel
(folytatas)

Ekkor az x~ megoldas egyértelm, és
tetszéleges X, L1R" kezdéértéket valasztva

a Newton-modszerrel szamolt

X1 = %, ~(F'(%.)) " F(X,)
iteracios sorozat X -hoz konvergal.
A konvergencia monoton:

XDSXnﬂsxn (n21)
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A Newton-modszer valtozatal

o Egyszer lsitett Newton-modszer. A Jacobi-matrix minden
elemének minden Iépésben sziikséges Ujraszamolasat
kertlhetjuk el vele, mivel csak az indulaskor szamitjuk ki a
parcialis derivaltakat. Az egyszerisitett Newton-modszer
konvergencia tétele alapjan a konvergencia rendje legalabb

inears. X1 = %, = (F' (%)) " F(X,)

o Kvazi-Newton mddszerek. Felfogathatok ugy is, mint a
nemlinearis egyenletek gyokenek a szel6-maddszerrel tortend
kozelitesének egyfajta altalanositasai.
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Derivalas szamitdgeppel

e Derivalas ,kézzel”, vagy szimbolikus
szamitasokat segitd programmal (pl.
Maple, Mathematica, Matlab)

« Numerikus derivalas ( 0 kicsi)

X+0)— f(X)
o

o Automatikus derivalas

fr(x) =&
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Automatikus derivalas

o Egyltt szamoljuk az adott flggvenyre
Ismert kiszamitasi eljarast az egyes
muoveletekhez tartozo derivalasi
szabalyokkal .

o A valtozohoz egy elempar t rendeliink,
amelynek elso6 komponense a
flggvenyeértéknek, a masodik a derivalt
értékenek felel meg.
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Peélda
f(X)=(x=-1D)* f'(2)="

Az x valtozoéhoz hozzarendeljuk a (2,1)

szampart. Itt 2 a helyettesitési ertek, 1 az x-
nek X szerinti derivaltja.

(2,1)-(1,0)=(1,1) (Az (1,0) az 1-es értékhez tartozik.)
(1,1)x(1,1)=(1,2) az eredmény.

(Itt a masodik komponens kiszamitasanal
hasznaltuk az (fg)'= f'g + fg' 0sszefliggést.)
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FUggvényminimalizalas

* Tobbvaltozos f fuggvény stacionarius
pontjainak meghatarozasahoz nemlinearis
egyenletrendszert kell megoldanunk.

Stacionarius egyenletrendszer:

F(X) =

f(x)=0

A Newton-modszerben szereplo F derivaltja,

f Hesse-matrixaval egyezik meg:

F'(x) =02 f(X) =

n

0°f(x)
- OX0X;

i,j:]. 35



Gyakorlo feladatok

36



Gyakorlo feladatok

 Mutassa meg, hogy az alabbi leképezes
kontrakcio a megadott halmazon.

1 s o)
_e_(X1+X2)
6

l 2 _ 2
\6(X1 Xz)/

D ={(%, %) 0< x,%, <1}

G(X%,X;) =
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Gyakorlo feladatok

e KOzelitse Newton-modszerrel az alabbi
nemlinearis egyenletrendszer megoldasat.

sin(x1+x2)—gx1 =0
X.+x:—-1=0
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Gyakorlo feladatok

 Hatarozza meg optimalizalassal az alabbi
nemlinearis egyenletrendszer megoldasat.

X°+X,-5=0
X, +X;+2=0
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