Kozelitd és szimbolikus
szamitasok haladoknak

7. elbdadas
Linearis egyenletrendszerek
megoldasa iteracioval,
relaxaciéos modszerek



Matrixok regularis szétvagasal

Definicié. Az A matrix egy reqularis szétvagasan,
A-nak egy

A=R-S
alakban valo felbontasat ertjuk, ahol R regularis
matrix.

A tovabbiakban feltessziik,hogy A erésen regularis
matrix, vagyis olyan regularis matrix, amelynek a
féatlojaban nincs 0.



Ekvivalens atalakitas

Alapotlet: A kiindulasi
Ax=a

linearis egyenletrendszert ekvivalens modon
hozzuk

X=Bx+Db
alakra. EbbGI a célbdl tekintstik a kiinduld
egyenletrendszer A egyutthatdmatrixanak
egy R-S alaku reqgularis szétvagasat.



Ekvivalens atalakitas

AX=a
(A=R-S)
(R-S)x=a
Rx=S+a

X=R'S+R™a



Ekvivalens atalakitas

Xx=R'SXx+R'a B=R"S
X=Bx+Db b=Ra

R és S meghatarozasat az A=D-L-U alaku el6allitasban
szerepl6 D diagonalis, L also triangularis és U felsd
triangularis matrixok segitségével hatarozzuk meg.
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Jacobi-iteracio

ekintsuk az

R=D, S=L+U
regularis szétvagast. Ekkor
B, = D(L+U)
b, =D™a

lteracids formula:
x,=D7(L+U)x,,+D™a



Gauss-Seidel-iteracio

ekintsuk az

R=D-L, S=U
regularis szétvagast. Ekkor
B, =(D - L)™U
b.=(D-L)"a

lteracids formula:
X, — (D - L)_1UXn—1 + (D - I—)_la



Gyakorlati szamitasok

Jacobi-iteracio:

. 1 -1 n
ci=- 2 Saxs Tax-a

i= j=i+1

Gauss-Seidel-iteracio:

. 1 -1 . n
x“=-;(2;w§”+ hax:! T-aj
| ] =

j=i+1



Relaxacios modszerek
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Relaxacios parameéter

A=D-L-U

\
AziD—£L+U +(1— jD
40, 40, y

. > O valOos parameéter, az un. relaxacios parameter
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Jacobi-féle relaxacios modszer
o A Jacobi-iteracio kiterjesztése.

Tekintsuk az

R:ED
4,
1
S=L+U +(——1jD
9,

regularis szetvagast.
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Jacobi-féle relaxacios modszer
. 1
a

Iteracios formula:

Xy =By Xt T bJ(a))
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Szukcessziv tulrelaxacidos modszer

* A Gauss-Seidel-iteracio kiterjesztese.

Tekintsuk az 1

R=—D-L
9,

S=U +(£—1)D
w

regularis szetvagast.
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Szukcessziv tulrelaxacios modszer
Bsy = (D —ab) ™ (al +(1-w)D)
bs., =D - L) 'a

Iteracios formula:

Xy = BgiXpg T bS(a))
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Elnevezések

Jacobi-iteracio: J-modszer
Gauss-Seldel-iteracio: S-modszer

Jacobi-féle relaxacios modszer: JOR-
modszer

Szukcessziv tulrelaxacios modszer: SOR-
modszer

16



Konvergencia-kritériumok
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Konvergencia-kriterium

Erdsen regularis egyutthatomatrixi Ax=a
linearis egyenletrendszerre a JOR- vagy
SOR-modszer akkor es csak akkor
konvergens, ha 0(B) <1.(B az iteraciés
formulaban szerepl6é matrix.)

A spektralsugarra vonatkozo feltétel azzal is
helyettesithetd, hogy van olyan matrixnorma,
amelyben a B matrix értéke 1-nél kisebb.
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Relativ konvergencia-kritérium

Tétel. Legyen
Ax=a

egy erdsen reqgularis egyutthatomatrixu linearis
egyenletrendszer. Ha a J-modszer konvergens,
akkor tetszdleges

O<aw<l
relaxacios paraméterre a JOR-modszer s
konvergens lesz.
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Bizonyitas

Azt fogjuk megmutatni, hogy
p(BJ (w) ) <1l

Nem nehéz belatni, hogy
B, =aB;, +(1-a)l.

Ha BJsajétértékei /]1,A2 ..... /]n , akkor viszont
B, i ({<is n)sajatértékei felirhatok
U =l +1-w
alakban. 20



A bizonyitas vege
lgy azonban
H| =l +1- < |t +- g
= wA|+1-w<wl+1-w=1

vagyis B, spektralsugara 1-néel kisebb,
igy a JOR-modszer is konvergens.
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A relaxacios parameéter

Tetel. Minden « >0relaxacios paraméter

esetén ‘1— (4 < ,O(Bj(a)))

Bizonyitas. Vegyuk eszre, hogy B, ,,
foatlojaban minden elem 1-«, hiszen

B, =aB; +(1-a)l
B, =D}(L+U).
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Bizonyitas
Ekkor viszont, ha B, ,sajatértékei 4,,4,,....1,
akkor
tr(B, ) =n(l-«)
és ez azt jelenti, hogy

Nl-¢ < Zn:‘/]i < np(BJ(w))
=1

amibol a bizonyitando egyenldtlenség n-nel
valo leosztassal kovetkezik.
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A relaxacios parameéter

Tetel. Minden « >0relaxacios paraméter

esetén 1- o< olBy,)

Bizonyitas. Hatarozzuk meg a Bg,, matrix
karakterisztikus polinomjanak a O helyen
felvett érteket.

S (0) = det(Bg,,,)
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Bizonyitas
e, (0) = det(By,,) = det(D - al) ™ det(cwl + (1-)D)

1
= (1-@)"detD = (1- o)’

Mivel p,_ (0)egyben a By, sajatértékeinek
szorzata is, igy
M4 =@-a)"

1" = [ (o)

kovetkezik, amibol n-dik gyokot vonva a
bizonyitando egyeni6tlenséget kapjuk. =

EbbOdl



Egy szukseges feltétel a
konvergenciahoz

Az el6bbi tételek folyomanya, hogy a relaxacios
modszerek eseten a konvergencia szukseges

feltétele, hogy a relaxacios paraméter 2-nél kisebb
pozitiv szam legyen.

1-df<p(B,,,) M-d<pBs,) p(B)<1
11-w|<1
O<aw<?2
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Konvergencia-tetelek
specialis matrixokra
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Konvergencia-tételek diagonalis
dominans matrixok esetén

 Ha az A egyutthatomatrix diagonalis
dominans, akkor mind a J-modszer, mind
az S-modszer konvergens.

 Hasonlo feltétel mellett a JOR-modszer is
minden 1-nél kisebb pozitiv relaxacios
parameéterre konvergens.
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Konvergencia-tételek pozitiv definit
egyutthatdmatrix eseten

 Ha az A egyutthatdmatrix pozitiv definit,
akkor az S-modszer mindig konvergens.

« Hasonlo feltetel mellett a SOR-modszer is
mindig konvergens lesz, 2-nél kisebb
pozitiv relaxacids paraméterrel.

29



Optimalis relaxacidos paraméter

Tétel. Tegyuk fel, hogy a B; matrix minden

sajatértéke valos és 1>, 24, =2...2 4 .

Ekkor az 5

W=
2_(A1 +An)
értékre a JOR-modszer konvergens.

Ha & # ™ akkor

P(B; ) < P(B;)-
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Megjegyzeés

W*-ra is teljesil a relaxacios paraméterre vonatkozo
azon szukseéges feltetel, miszerint az csak 2-nél kisebb
pozitiv szam lehet. Ehhez elég azt meggondolni, hogy a
B, féatl6jaban minden elem 0, igy a matrix nyoma, és
egyben a sajatértekek dsszege is 0 kell, hogy legyen.

Osszevetve ezt a tételnek a sajatértekekre vonatkozo
feltételével, kovetkezik, hogy

A =20 A, <0

n
Ekkor viszont all az is, hogy

A <1-A, vagyis <2



Bizonyitas

Mivel
By =aB; +(1-«)l

igy a B, matrix

H = +(1-w)
sajatertékeire

2 2...2 U,
IS teljesul.

lgy  p(B,,,) = max(4,| )
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Bizonyitas

2 2 A=A,
H* = A +1- =
2_()\1-|-)\n) 2_()\1-|_)\n) 2_()\1+)\n)
Mo * = 2 2= PaTh
2_()\1+)\n) 2_()\1+)\n) 2_()\1+)\n)
Tehat

)‘1_)‘n — 2)\1_()\1+)\n) <

B ) = Max(|1* |1, * ) = -
P(Bye) (TR AI) 2-(M+A)  2-(A+A)

2-M A, g
2-A, -\,

1

vagyis a JOR-modszer konvergens.
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Bizonyitas
Definialjuk az
fi(@) =| (4 ~Da+1]
fluggvényeket, minden 1<i<n-re.

Az optimalis «* értéket, vagyis ahol a B;,
spektralsugara minimalis az

wr = migl max(f,(«), f.(a))
>
képlet hatarozza meg. Itt a maximum akkor
lesz minimalis, ha f.(«) = f,(«).
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A bizonyitas vege

— (4, D+ =(4, -Du+1

2
W=
2_(A1 +An)

Ha W <w ,akkOr IO(BJ(CU)) = fn(a“) > fn(w*) = IO(BJ(a)*))

Ha «<a* ,akkor p(BJ(a))) = fi(w) > T (a*) = p(BJ(a)*))
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Gyakorlo feladatok
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Gyakorlo feladatok

* Vizsgalja meg a négy iteracios modszer
konvergenciajat az g valds paraméter
kilonb6z0 ertékeire az alabbi egyitthato-
matrixu linearis egyenletrendszerekre.

(2 1 a
1 2 «a
\a a 2/
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Gyakorlo feladatok
e |gazoljuk, hogy
B, =aB; +(1-a)l.
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Gyakorlo feladatok

lgazoljuk, hogy ha B, sajatértekel
AAy s A

akkor B, ,sajatértékei eldallnak a kovetkez6

alakban:

U=l +1-« (1<i<n)
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