Egy eljaras peremérték feladatok megolddséra

Kis Istvanné!, Farkas Levente?, Kocsor Andrés?, Bslint Imre*3!

Szémos elméleti és gyakorlati szempontbél fontos feladat vezet valamilyen parcidlis
differencidlegyenletre és igy a kozelitd megoldasok hatdsos és nagypontossagu el64llita-
sa fontos kérdés. Egy tijonnan kifejlesztett médszert mutatunk be, amely egy t&bb-
véltozés interpolacids fiiggvény alkalmazasaval egy homogén célfiiggvény minimalizéci-
6jéra épiil. Az interpolaciés fiiggvény intervallumonként definilt rdcspolinom, amely
azonban tetsz8leges szamii valtozé esetén is, tetsz8leges rendi globalis folytonossdggal
bir. A homogén alaki célfiiggvény lehet8vé teszi a feladat olyan megfogalmazasat,
amelyben csak globdlis minimumhelyek fordulnak el6. Az eljirds nem differenciae-
gyenletre vezet és igy a médszer alkalmazasa nagyrészt fiiggetlen a differencidlegyenlet
tipustél. A targyalt példa az eljards hatékonysdgét, pontossigit illusztralja egy
fizikai probléma differencidlegyenletének megoldédsat approxi-mdlé fiiggvény el6allita-
saval.

1. Az SSA-ELJARAS

Az SSA-eljéras (’Shell-Surface Approach’ egy nemrég kifejlesztett interpolacids
médszer, amely tetszéleges ponthalmazon definilt lokélis koordindta rendszerek-
ben értelmezett polinomokra épiil. Az elemi feliiletdarabokat definidlé fiiggvények
egy véges tartomanyon kiviil azonosan zérus értékiiek, a tartomédny hataran pedig
tetsz6leges rendben illeszkednek, igy a teljes approximéciés tartomany feletti globalis
folytonossagot sziikség szerint sllithatjuk be. Az elemi polinomok paramétereit varidci-
6s modszerrel hatdrozzuk meg. Elséként szabdlyos récsot, azutdn pedig altaldnos
szimplicialis komplexeket tekintiink.
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A réics minden pontjihoz egy lokalis koordindta rendszert rendeliink Z helyvektorral
és az interpolacids fiiggvényt a kovetkez6 alakinak vélasztjuk,

(1) 8(@) =) m(@)Su(), TR

veV

ahol v indexeli a rdcspontokat, V pedig az indexhalmazt jeloli. A szorzatok S, kompo-
nense egy alkalmasan vélasztott (polinom) bézisfiiggvény, amely az aktudlis esetben
harmadrendii Taylor-polinom,

i 1 1
(2) Sv(:t) = Cg + E ’U;’.’Ei + E C%IE,'.’E]‘ + 57 E C}]jk.’l,'i:l,‘jxk,
i Y gk

ahol ¢} - - - ¢, szabad varidciés paraméterek. Az (1)-beli szorzatok médsik komponense

az 7, sulyfiiggvény, amely az aktudlis esetben egyvéaltozés polinomok szorzata

n

3) (&) = [ ] wlzs),

j=1
ahol n a valtozdk szdmat jeldli és

p(zj; hj), ha0<z; < h;
(4) p(z;) =4 plzj; h;), ha —h; <z; <0
0, kilonben.

Itt h a cellék oldalhossziisdgainak a vektora és a primitiv sulyfiiggvény a kévetkezo,

hj 4r Y
Jo; ¥ (h; —t)"dt

(5) p(«Tj, h) = —z',————-)

T kg (hy — tyrdt
ahol az r paraméter szabadon vilaszthaté. A (3) silyfiiggvény egy kétvaltozés
alakjit 4brézolja az 1. 4bra. A teljes approximéciés fiiggvény a racscelldk feletti
felilletdarabok egyesitésével 4ll el5. A sdlyfiiggvény szerepe a feliiletdarabok 6sszeftizé-
se olyan egységes feliiletté, amely tetszés szerinti r-ed rendii folytonossigot mutat a
teljes approxim4cids tartomanyban. Hangsilyozzuk, hogy az algoritmus szerkezetét
a stilyfiiggvény alakja és a celldk peremén mutatott tulajdonsdgai hatdrozzdk meg,
ezért a Taylor-polinomok is és a silyfiiggvények is més fiiggvényekre cserélhetSk a
stlyfiiggvényeknek a tartomdny peremén mutatott tulajdonsdgai megtartdsa mellett.
Altaldnos esetben a racspontok tetszéleges, szabélytalan ponthalmazt alkotnak. A
haalmaz triangularizicidjdval kapott szimplicidlis komplexeken azonban az el6bbit6l
alig eltérd algoritmus definidlhat6, amely megorzi az eredeti interpolacids fiiggvény
r-ed rendii globalis folytonossigit. Ez a tulajdonsiga egyediilallé az n-véaltozds inter-
polacids fiiggvények k6z6tt. A 2. dbrdn egy 3-szimplex lathaté, ahol a rdcspontokhoz
rogzitett lok4lis, ortogonalis koordinata rendszerekben a cellapontokat baricentrikus
koordindtékkal z = z(0y, s, a3) definidljuk. A teljes interpolaciés fiiggvény a szim-
plexek 1-dimenzids élein értelmezett elemi interpoléciés fiiggvények silyozott 6sszege,
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FIGURE 1. Két-vdltozds silyfiggvény 74(Z)
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FIGURE 2. 3-szimplex barycentrikus koordinatakkal
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azaz a v;, v; csicspontokhoz tartozé elemi silyfiiggvény M; ;,
o (27}

(6) Mi’j=V(ai+aj)Si+V(ai+Ozj)Sj
és
ng ng+l nf+1
(7) @) =Y 1/ng Y 3 (w+o) My; = Y > &S,
celly, =1 j>i celly i=1

ahol ny a szimplex dimenzidja és cell; a celldkat indexeli. A v,w silyfiiggvények

kénnyen felismerhetd hasonlésidgot mutatnak (4) és (5)-el,

_f w(s), ha0<s<1
(&) v(s) = { 0, kildnben,

1
t"(h; —t)"dt
(9) w(s) — fal ( 7 ) .
Jo tr(hj —t)rat

A & sulyfiiggvény

ng+l
o
(10) & = on; Z (ai+aj)y(ai+aj)’
7=1
J#i

ugyan kiilénbézik (3)-tél, de ugyanazokat a tulajdonsdgokat mutatja a cella peremén.

Az algoritmus ezen rovid leirdsa utdn nem foglalkozunk részletesen az approximéaciés
fiiggvény analitikus tulajdonsigaival. Osszefoglalva megéllapitjuk, hogy intervallu-
monként definidlt k-adfokid polinom, amely az egész approximéacids tartomany felett r-
ed fokd (r < k) globdlis folytonossigot mutat. Még nem hatéroztuk meg a bézisfiigg-
vény (Taylor-) polinomok koefficienseit, amelyek az approximdcids fiiggvény alakjat
hatdrozzdk meg. Ezeket a szabad paramétereket egy varidcids feladatbdl fogjuk
meghatarozni.

PARCIALIS DIFFERENCIALEGYENLETEK KOZELIT® MEGOLDASA
Tekintsiik egy parcidlis differencidlegyenlet kévetkezd szimbolikus alakjét,
(11) Ad(Z) = f(Z), VT e D

ahol A tetszGleges differencidloperdtorok és analitikus fiiggvények valamilyen kife-
jezése, D a meghatdrozandé @ fiiggvény tartdja, f ismert fiiggvény és adottak még
kiilonféle peremfeltételek,

(12) AD(E) = ¢i(3), YEeDi, (i=1,...,k)

alakban, ahol D; C D és A; valamilyen (differencial-) operéatort jelol.
(A fiiggvény interpolédcié egy specidlis differencidlegyenletként értel-mezhetd

(13) 8(z) = f(3), VEe D

ahol A =1 és D az approximéciés tartomany.)
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Az altaldnos esetben a fenti tipusi problémédknak csak kozelité megoldédsat tudjuk
eléallitani. A ® fiiggvényt az el6bbiekben targyalt szabilyos vagy szabalytalan pon-
thalmazon értelmezett SSA-tipusii racspolinomok osztélyaban keressiik. Ugy hatéroz-
zuk meg a szabad koeflicienseket, hogy ® a differencidlegyenletet kielégitse a megadott
peremfeltételekkel egyiitt. A feladat igy egy mellékfeltételes optimalizdciés probléma,
amelyet egy alkalmasan definidlt funkcional minimalizildsival oldunk meg,

(14) min ¥() = ): /D (A:0(2) - (%)% dz

ahol i a feltételeket indexeli, Ag = A és go = f. A U funkcional értéke & megvalasztisa-
t6l fiigg, azonban a ® SSA-fiiggvényt meghatirozzdk a C koefficiensek. Ezért a ¢
koefficiensek 4ltal kifeszitett R™ paramétertérben, ¥(¢) a koefficiensek kvadratikus

fiiggvénye,

(15) min¥@ =Y [ (82 - (@)’ ds.
c i D:‘
Gyakorlati okokbdl sokszor a funkciondl diszkretizélt alakjit hasz-naljuk,
(16) min¥(&) = Y (A:@(Bk;©) — 6:(A)*,
i Pr€EPR;

ahol P, C D;. A parciélis differencidlegyenlettel egyiittjaré mellékfeltételek jelenléte
azonban funkciondlok dsszegének a minimalizdldsat teszi sziikségessé, amelynek tobb
lokalis minimumbhelye lehetséges. A tobb lokalis minimumhely koziil az alapfeladat
szempontjai szerint azonban csak egy/(vagy néhany) elfogadhat6 szdmunkra. Mivel
a ¥(&) nem-negativ fiiggvénye a koefficienseknek és a parcidlis differencilegyenlet
megoldésa szempontjébél a ¥(¢) = 0 az elfogadhatd, célszeri olyan funkciondlt
definidlni, amelynek nincsenek lokélis minimumbhelyei, amelyeket egy gradiens-vezérelt
optimalizéciés eljaras (kvézi-Newton médszer) megtaldlhat, meghiusitva ezzel a globé-
lis minimumhely megtalaldsat. A sok-dimenziés paramétertérben nem alkalmazhatd
globslis optimalizdl6 eljarasok helyett a minimaland6 célfiiggvényt ezért homogén
alakban vessziik f5l. Egy r-ed rendii, f homogén fiiggvény teljesiti az

(17) f(kZ) = K" f(Z)

feltételt. Szamos ’j6’ tulajdonsiguk van, amelyek koziil szdmunkra most a leg-
fontosabb az

(18) V(&) =rf(Z)
osszefiiggés. Ez biztositja, hogy r # 0 esetén
(19) Vf=0=>f=0,

azaz ha a gradiens zérusvektor, akkor a fliggvényérték is sziikségszeriien zérus, tehdt
nincs a fiiggvénynek lokalis minimuhelye. (Beldthatd, hogy az sszefiiggés r = O-ra
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is teljesiil.) Egy alkalmas funkcionél konstrudlhaté a Cauchy-Schwarz-Bunyakovszkij
tétel alapjan, a kovetkez6 formaban,

2
@) mpv@ =3 [ @a@a) i [ @@) - ( [ as@ agi(a'c')df)

vagy a hasonlé

(21) mm\I’ (@ = Z\/ (A;9(7;8)) da:\// 9i(%)) da:—/ A (T ) g:(2)dE

alakban. A (20) és (21) fiiggvények &ltaldban homogének és ezért annak elkeriilésére,
hogy az optimalizdcids eljiras a zérusvektorhoz konvergéljon, a kovetkez6 normalizalt
zérusrendii homogén fiiggvényt vélasztjuk,

min ¥() =
(4

Z\/ID (A:2(z;9)° dz\/fv 9i(Z dx_fDA(sz)gz(x)dT
\/fo,- (A:®(%;0)) dz\/fpi (9:(%))*? d
Jp, 8i®(%; &) gi(F)dE
1-
Z \/fD (A:®(z;2) dz\/fn 9:(&))? dl'

A fiiggvény véltozdsi intervalluma [0, 2]. Amennyiben a parcilis differencidlegyenletet
kielégit6 @ fiiggvény teljesiti a A® = s f sszefliggést (valamilyen s konstansra), azaz
a két oldal linedris fiiggésben van, akkor ¥(¢) = 0.

2. AZ ELEKTROMOS IMPEDANCIA TOMOGRAFIA

A tovébbiakban a fenti eljards egy alkalmazdsit mutatjuk be roviden. Az elek-
tromos vezetSképesség fiiggvény fontos anyagi paraméter, amelynek a meghatérozdsa
jelentds informécidt szolgdl-tat a geofizikdban, az orvosldsban és szimos miiszaki al-
kalmazdsa is lehet. A kiilonb6zd teriiletek sajatsdgai kiilonboz6 kozelitéseket enged-
nek meg, ill. tesznek lehet6vé. Mi most egy egyszerii targya-lasmédot vélasztunk
illusztraciéul. A Maxwell-egyenletekbdl a kovetkez6 Osszefiiggés ad6dik a P elektro-
mos potencial és a o vezet6képesség kapcsolatara (egyendram esetén),

(23) V(o(£)VE(E) =0, FeD

ahol D a vizsgélt tartomény. Ha o(Z) > d > 0, VZ € D, akkor egy homogén ellip-
tikus parcialis differencidlegyenletr6l van sz6. Amennyiben o ismert, a ® potencidlt
megkapjuk a Dirichlet- vagy Neumann-feladatok megoldasdval aszerint, hogy a D tar-
tomany 6D peremén a P fiiggvényértékét ismerjiik, ®(Z) = f(Z); VYT € 8D, vagy a
gradiense normalis komponensét ismerjiik, o(Z)V®(Z) oi(Z) = j(&)o7i(&); VZ € 8D,
(j' az aramsiiriiség-, 7 a normal-vektor). Ez az Gn. 'forward’ probléma és a megoldasa
nem jelent elvi nehézséget. Az elektromos impedancia tomogrifia (EIT) azonban az
ismeretlen vezetSképesség fliggvény meghatdrozdsat tlizi célul. A mérési lehetdségek
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a peremen elhelyezett elektréddkon mérhetd potencidl és az elektrédaparok kozott
folyé aram mérését teszik lehet6vé. A peremen mérhet6 informécié tehat

(24) ®(%) = f(Z); o(X)VE(Z) 0 i(Z) = 4'(5:') o 7i(Z); VZ € oD,
ahol o és ® ismeretlen fiiggvények a tartomdny belsejében. Ez az dn. ’inverz’
probléma és a megolddsa szémottevé matematikai nehézséget jelent.

A fenti feladatot az SSA-eljarassal oldottuk meg, az ismeretlen o és @ fiiggvényeket
SSA-fiiggvényekkel kozelitve. Az alapésszefiiggésiinket kifejtve és jelezve a c-t8l vald
fiiggést,

(25) Vo(Z;6) V®(T;¢) + o(ZT;6) VVR(Z;6) = 0

adédik. Bevezetve a I'(¢) fiiggvényt,

(26) @) = / (Vo7 8) V(7 8) + o(2:8) VV(F; 8)° di
D

az optimalis ¢ mellett ' = 0, ami ebben a fiiggvényosztdlyban akkor teljesiil, ha az
integrandus azonosan zérus. Az aktudlis feladatra a kovetkezd zérusrendd homogén
fiiggvényt konstrudljuk,
min ¥(¢) =
C

I, (2082 ) ‘iz

e ) \/IDO (Amti)(i:‘;cj)? df\/fno (Aoz‘i(f; 6))2 dz
+y 1- I, 8:®(F; &) g:(8)di

i>1 \/ I, (Aié(a‘c‘; 6))2 dz\/ [, (9:(%)) d& |

ahol ®, a o és ® fiiggvények & koefficiens vektorainak a konkatené-ciéjahoz tartozé
fiiggvényt jeloli, a kiilonbozd A; operatorok a differencidlegyenlet és a mellékfeltételek
operétorai, a g; fiiggvények pedig a mellékfeltételeket tartalmazzdk. A (27)-ben sze-
repld kiilonb6z8 operdtorokat a kovetkezéképp értelmezziik;

Do®(F;0) = Vo(T;8) VO(T;8) + 0(F;0) VVS(F;¢), VZ € IntD;
A ®(Z;8) = Vo(7;¢) VO(Z;¢), VZ € IntD;
(28)  Apd(F;0) = o(F;0) VVE(&;¢6), VE € IntD;
A, ®(7,8) = ®(F;8), VT € OD;
A®(Z,0) = o(F)VE(Z) o A(F), VZ € OD;

A (27)-es célfiiggvény optimalizdci6ja olyan o és @ fiiggvényeket eredményez, ame-
lyek kielégitik a parcidlis differencidlegyenletet a tartomany minden belsé ' € Int D
pontjaban és kielégitik a peremfeltételeket is abban az értelemben, hogy fennall az

(29) B(%;8) = 51 f(&); 0(F)VE(ZF) o Ai(E) = 825 (E) 0 (), VZe€dD

+
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osszefliggés, azaz mindkét fiiggvény a peremen eldirt fiiggvényekkel linedris fiiggésben
van. Mivel a ¥ els6 tagja is homogén fiiggvény, I' = 0 fenndll akkor is, ha alkal-
mas konstansokkal megszorozzuk a o és ® fiiggvényeket. Ezért % és 22 ugyanigy
kielégitik a parcidlis differencidlegyenletet mint o és ®, de kielégitik egyidejiileg
a peremfeltételeket is. Gyakran célszerli a (27)-es fiiggvény diszkretizalt alakjat
haszndlni, amelyben az integrilokat a D tartomdny alkalmasan véalasztott diszkrét

P; € D pontjain végzett Osszegezés helyettesiti,
min ¥(¢) =
Cc

Spepo (8089)

(30) — \Eﬁepm (And@ )’ \/z,m (26:0)"
+ Z 1— ZﬁeDi Ai&’(ﬁ; é)gi(f)

- 2 '
= \/EﬁeD.' (A"q)(f; 6)) Y pep, (9:(2)*

A fenti eljardssal késziilt fiiggvény rekonstrukcié ldthaté a 3. és 4.-es dbran. A
modell szdmitdsban ismertnek tételeztiik fol a o fliggvényt, megoldottuk a forward-
problémat és ezzel kiszdmitot-tuk a peremen mérheté adatokat. Ezutidn a fenti
eljarassal rekonstrudltuk a o fiiggvényt, a peremen mérheté adatok ismeretében.
A 3. 4bra az exakt fiiggvényt, a 4. 4bra a rekonstrudlt fiiggvényt dbrazolja. A
rekonstrukcié nagypontossagu, a két fliggvény kiilonb-sége alig felismerhetd. A pon-
tossdgot a racs slirlisége és a polinom fokszdma hatdrozza meg. Az ismertetett eljards
széleskoriien alkalmazhaté parcidlis differencidlegyenletek kézelit6 megolddsainak nagy-
pontossagi elééllitdsdra, s mivel nem egy differencia sémarél van szé a médszer alkal-
mazhatésdga nagymértékben fiiggetlen a differencidlegyenlet tipusétdl is.
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FIGURE 4. A rekonstrualt o fliggvény




