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Képek (pictures) |.

Alapdefiniciok

vV v v Yy

vV v v Y

abécé: X : nemires, véges halmaz

kép: p: egy matrix melynek elemei X -beliek
méret: |p| = (|p|row, |Plcor)

pixel: p(i,j): az i. sor, j. eleme p matrixdban
1 <0 <|Plrow, 1 <J < |Plcor

Ures kép: \

nemiires képek halmaza: >+

képek halmaza: ¥** = ¥t U {\}
képnyelv (picture language): L C ¥**



Képek II.

Homogenitas
» Ha Y’ C X és egy p € X** minden pixelje eleme X'-nek,
akkor azt mondjuk, hogy p X’-homogén.
» specialisan: a-kép, ha {a}-homogén, (a € X).
» Ape X" kép homogén, ha a-kép, valamely a € X -ra.

R&gzitett méretl képek

» YK a h x k méreti képek halmaza.
» ak: a Xk beli a-kép.
» att:a X" -beli a-képek halmaza.



Jeldlések

Szokasos konvencidk

képek: p,q,r, ...

poziciok (koordinata parok): (i,/), (i1,/1), - - -
abécék: ¥, A, T, ...

betlk:

vV v v Y

a, b, c, ... (terminalisok)

ABC,....X, Y, 2Z S, ...(nemterminalisok)
kezddszimbolum: S

v



Muveletek képeken és képnyelveken

Miveletek

v

vizszintes konkatenacio: p © q csak, ha |p|ow = [q|row
fuggoleges konkatenacio: p © g csak, ha |p|cos = |9 cor
O és © kiterjeszthetd képnyelvekre.

O és © lezarasi operatorai:

L= JL'®, ahol

i>0

vV v Y

00 .= (A}, LP=LpLl0=D% j>0

L*© hasonl6an definialhatd
» L** Simplot-operator
(particionalas segitségével definialhato).

v



Részkeépek, részkép koordinatai
Részképek
> g <) P: g aprészképe az (i,]) (balfelsd) pozicidban, ha
q(x,y) = p(i=1+x,j=1+y) V1 < x < (qlrow, V1 < ¥ < |qlcor
» q < p: halétezik (7)), hogy q <) p-
Koordinatak
» g koordinatai p-ben:
coor;j(q, p) = { (X, ¥)li < x <i+|qlrow,j <y < j+|qlcor }

» coor;;)(q,p) = 0, ha g < p nem teljesl
> coor(p) = coory 1)(p, p)



Particionalas I.

Particionalas
ATI(p) = {(p1;i1,J1),-- -, (Pn,in, jn) } halmaz a p kép egy
particionélasa, ha

1. pr<<p,Vi:1<t<nre, és
2. {coor(;, j(p1), - - -, coor, ;) (Pn)} @ coor(p) particionalasa.

Simplot-operator: L**
» pe Lt & p L-beli részképekre particionalhaté.
> L= LT U {AL
» L** bdvebb a @ és ©-ra egyszerre vonatkozé lezartnal.



Particionalas Il.

Homogén particiondlas
A T(p) particiondlas homogén, ha benne minden részkép
homogén (azaz csak azonos betlikbdl all.)

L particionalas halmaza

Legyen L képnyelv, egy N = {(p,MN(p)) | p € L} halmaz L
(homogén) particionalas halmaza, ha minden I(p)
(homogén) particionalasa p-nek.



Helyettesités fogalmak

Helyettesités leképezés megadasa

Legyen ¥ és A két abécé. Egy o : A — 2% leképezést
(képnyelv) helyettesitésnek hivunk (A-bdl X-ba).
Helyettesités (egy konkrét részkép helyettesitése)
Legyenek p, g, g’ képek, melykre |q| = [q'| és q ;) p teljesll.
Ekkor p[q’/ql; jeldlje azt a kepet, melyet ugy kapunk, hogy
p-ben a q részkép (i, ) pozicion valo eléfordulaséat a @' képre
cseréljik, azaz

pld' /alip(i—1+x,j—1+y)=d(x,y)

V1 < x <19lrow, V1 < ¥ < 19|cor-



Helyettesités adott particionalas szerint

Helyettesités képben homogén particionalas szerint
Legyen

o: A — 2577 helyettesités

p € ATT egy kép

N(p) = {(P1.#1,j1): - (Pn, in,jn)} €9y homogeén
particiondlas, ahol minden p; egy di-kép, valamely d; € A-ra,
V1 <t < n. Ekkor a p-ben l(p) altal indukalt helyettesités:

on(p) :== {plr /Pl ) - - [In/Pa)(injmy | 1t € 0(dh), 1 <t < n}

Helyettesités nyelvben homogén particionalas halmaz
szerint

Legyen L C AT, N L egy homogén particionalas halmaza,
ekkor az L-ben I altal indukalt o, helyettesitése:

on(L) == {onp)(p) | p € L}.



Részképek sarkainak megijeldlése

Blokk-képek

» Ha p € AT egy kép, legyen (J(p) az a kép, amelyet p
sarkainak a megjeldlésével kapunk.

» PI.
_ (b b b b O(p) = b b b b?
P={b b b b PI=\,b b b by
g=(a a a 0O(q)=(a a &)
» [J(p) megadhaté A x M feletti képként, ahol
M:{’a17273a4712734717§7;}§}

» (A x M) T elemeit blokk-képeknek hivjuk.



Blokknyelvek

Blokknyelvek

» Ha L C A**, akkor O(L) := {O(p) | p € L}
» Ha p € O(d* ) akkor p blokk-d-kép masszéval

blokkhomogén (d € A).
» univerzalis blokknyelv:

AD+H+ (U D(a+’+))+’+
ach

» AUt felimerhetd (csempézé rendszerekkel (TS))
» blokknyelv: L C AP+

Azaz a blokknyelvek esetén a képek egy-egy homogén
particionalasa indexekkel jeldlve van.



Blokkhelyettesités

Blokkhelyettesités egy blokk-képbe

Ha o : A — 2= helyettesités, p € AP+ blokk-kép, akkor
legyen N’ p (egyértelml) particionalasa, blokkhomogén
részképekre. Ekkor p blokkhelyettesitése:

og(p) == onv(p).

Blokkhelyettesités nyelvbe
Ha L € AP+ blokknylev, ekkor L blokkhelyettesitése:

og(L):={q|3peL,qecop(p)}



Konvexitas

Konvexitas egy betlire nézve

Egy p € AT kép y-konvex, valamely y € A-ra, ha barmely
X € A, x # y-ra p-ben nem fordul el6 az alabbi 2 x 2-es
csempék egyike sem:

yy xy yx yy

xy yy yy yx
Konvexitas halmazra nézve
Ha A’ C A, akkor egy p € AT kép A’-konvex, ha y-konvex,

minden y € A'-re.



Maximalis a-részképek

Maximalis a-részkép

Legyen ac A, p € A™T. Egy g a-kép maximalis a-részképe
p-nek, ha részképe, azaz q <;; p és miden q' <y p
a-részképére p-nek vagy

coor( 1y(q', p) N coor; (g, p) = 0 vagy

coor(ij»(q', p) C coor(;j(q. p)

Allitas

Legyen pe AT, A’ C Aésaec A'. Ha p A’-konvex kép,
akkor p maximalis, a-homogén részképei diszjunktak. Ezért p
maximalis homogén képekre torténd felbontasakor a A’ feletti
részképek egyértelmiien meghatarozottak.



Képek szélének megjeldlése # szimbdlumokkal

Bekeretezett képek

» Legyen # ¢ ¥ egy un. keret szimbolum.

» p € 1 bekeretezett valtozata: p legyen az a kép,
amelyet Ugy kapunk, hogy p-t minden(tt egy-egy #
szimbélummal vesszik kdrbe:

# # # =
# p(171) p(17‘p’00/) #
p=": : : :
# p(plrow,1) ... p(Plrow, |Plcor) #
= = # =



Csempeék és lokalis nyelv definicidja

Lokalis nyelvek

» A X feletti (h, k) méretli képek halamazat jelélje =%,
» Egy p € =T kép (h, k) méretli részképeinek a halmaza:

Brk(p) :={qe " :q<p}.

» Kiterjesztése nyelvekre: By x(L) := {Bnk(p) | p € L}

» Ha 6 C (X U {#})®?), akkor 0 elemeit csempéknek (tiles)
is hivjuk.

> LOC(0) == {pe ™" |Ba(p) C 0}

» Az L C Y™ nyelv lokalis, ha L = LOC(6) valamely
0 C (X U {#})?>? csempe halmazra.



Csempézd rendszerek

Csempézod rendszerek (Tiling Systems)

Egy csempézo rendszer (Tiling System, TS) a kdvetkezé
komponensekbdl all T = (¥, T, 0, 7), ahol

» Y és [ két abécé,
» 7: [ — ¥ egy leképezés,
> 6 2 x 2-es csempék halmaza I' U {#} felett (nyilvan véges).

A T altal felismert v. definialt nyelv
L(T) := 7(LOC(8)).
TS nyelvek

A csempézd rendszer altal felismerhetd nyelveket,
TS-felismerheto, vagy roviden TS-nyelveknek hivjuk.



Korlatozott lokalitas

Korlatozott lokalis nyelv

Egy L C X1 korlatozott lokalis nyelv (restricted local
language), ha létezik olyan I (# nélkll!) feletti # csempe
halmaz, melyre p € L < ha a kbévetkezok teljestilnek:

1. ha [plrow > 2, |Plcor > 2, akkor By o(p) =6

2. ha |plrow = 1,|P|cor > 2, akkor By 2(p) =0
3. ha |plrow > 2, |p|cos = 1, akkor B 1(p) =0

Megjegyzés

A korlatozott lokalis nyelvek a lokalis nyelvek valodi
részosztélyat alkotjak. De a TS nyelveket ekvivalens mddon
lehet korlatozott lokalis nyelvek véges uniéjanak projekcioiként
definialni.



Csempe atir6 nyelvtanok (végre!)

Véges nyelv
Jelblje FIN(X) a X feletti véges nyelvek halmazat.

Konvex & korlatozott lokalis
LCVXa/(A), pedig a A’ konvex, korlatozott lokalis nyelvek
halmazat A felett, A’ C A.

Csempe &tir6 nyelvtan (Tile Rewriting Grammar, TRG)
Csempe atir6 nyelvtan egy G = (X, N, S, R) négyes, ahol

» ¥ atermindlis dbécé

» N a nemtermindlis 4bacé

» S a kezddszimbolum

» RC N x (LCVXN(NUX)U FIN(X)) szabalyok véges
halmaza.



Nemterminalis részképek blokkolasa

N-blokkolas
Legyen N egy véges halmaz. N-blokkoldsnak nevezzik azt a

On: (ZUN)PF = (ZU(N x M)

leképezést, mely barmely N-konvex kép minden maximalis
A-homogeén q részképét [J(q)-val helyettesiti, minden A € N-re.



Levezetés

Levezetés
Legyen G = (X, N, S, R) egy TRG. A G szerinti egy lépésben
torténo levezetés a kdvetkezo relacioé:

=6C (ZU(Nx M) x (ZUNx M),

melyre p =g p’ akkor és csak akkor, ha
ol = |P]

JA — Q € R, melyre

3r (i jy p, r blokk A-homogén kép
Jw € Q, |w| = |r|, hogy

P’ = p[On(w)/ -

v

vV v v Y



Csempézd nyelvtanok kifejezd ereje

G altal generalt nyelv
A G= (X, N, S, R) TRG altal generalt nyelv

L(G):={pex™* |O(SP) =5 p}
TRG nyelvek

Jeldlje TRG a csempe atiré nyelvtannal generalhaté nyelvek
osztalyat,

Tétel

TS C TRG



Normalforma tétel

Terminalis normalforma

Egy G = (X, N, S, R) nyelvtan terminalis normalformaju, ha
szabalyaiban terminalisok, csak A — ¢ alakban fordulnak elb,
azaz csak 1 x 1-es véges képekben, a korlatozott lokalis
nyelvekben nem (o € ¥).

Tétel
Minden G TRG nyelvtanhoz létezik vele ekvivalens termindlis
normalformaju TRG.



TRG zartsagi tulajdonsagai

Tétel
A TRG nyelvosztaly zart a kdvetkezd miveletekre

unié

sor / oszlop konkatenacié: © /&

sor / oszlop konkatenacié lezartja: «O / x©
projekcid

ok~ wnh -

elforgatas, tlikrézés

A bizonyitasrdl
A szavakbol allé kérnyezetfliggetlen nyelvekre miik6dé
bizonyitasok kézvetlen(ll altalanosithatok.



Nemrekurziv nyelvtanok

Tétel

TS C TRG

Nemrekurziv TRG
Egy G = (X, N, S, R) TRG-t nemrekurzivhak mondunk, ha

A=5p

esetén p-ben nincs blokk-A-homogén részkép (A € N).
Jeldlje nrTRG a nemrekurziv TRG-kel generalhat6 képnyelvek
osztalyat.

Tétel

TS = nrTRG
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