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Alapfogalmak

Y egy veges abece, X* a X elemeibol képezhetd szavak halmaza, ¢
jeldli az Ures szot.

R C ¥* x ¥* hosszmeg0rz0, ha V(w,w’) € R-re |w| = |w’|.

Egy R C ¥* x ¥* hosszmegorzo relacio regularis, ha az

{(a1,d})...(an,al)|(ar...an,a)...a,) € R} halmaz regularis

(X x X)* felett.
R;q = {(w,w)|w € ¥*} az identikus relacio.
Ha R, R’ regularis relaciok, akkor RU R', RN R’ és Ro R’ is azok.

R reflexiv, tranzitiv lezartja: R* = | | R'.
i>0



Alapfogalmak

Ha L egy tetszoOleges regularis nyelv, R pedig egy regularis relacio,
akkor

e R(L) regularis nyelv lesz, de
e R*(L) nem feltétlentl lesz az.
Példaul legyen X = {a, b}. Ekkor ha
e L= (ab)",
e R=R;y-(a,b)-(b,a)  RigUR;q-(b,a)-(a,b) Rig.

akkor L és R nyilvan regularis, de R*(L) = {w € *||w|, = |w|p}
nem az.



Matematikal modell [1]

A program egy P = (X, ¢;, R) rendszer, ahol
e Y egy véges abeéce,
e ¢; egy regularis nyelv X felett,
e R egy regularis relacio X* felett.
A P program egy konfiguracidja egy w € ¥* sz0.

Egy P = (¥, ¢1, R) programmal lehet példaul paraméterezett
rendszereket modellezni.

Paraméterezett rendszerek tetsz6leges szamu folyamatbal allnak,
melyek linearis elrendezésben kapcsolodnak egymashoz. Ekkor

e X elemei a folyamatok lehetséges allapotai,
e ¢; a kezdokonfiguraciok halmaza,

e R a konfiguraciok kozotti valtas leirasa.



Példa paraméterezett rendszerre [1]

Modellezzik a kovetkez0 rendszert:

Tetszoleges szamu folyamat kapcsolodhasson egymashoz, melyek
egy tokent adjanak at egymasnak balrol jobbra. Kezdetben a
legbaloldalibb folyamat birtokolja a tokent.

Legyen a P = (3, ¢, R) program a kdvetkezo

e ¥ = {t, 1L}, ahol t jelentése, hogy a folyamat birtokolja a tokent,
1 jelentése, hogy nem,

e oy =117,

o R= (L, 1)*-(t, 1) (L,t)- (L, L)*U
(J—a J—)* | ((J—v J—) U (tvt)) ' (J—v J—>*'



Példa folytatasa

A kezdokonfiguraciok halmaza
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Példa folytatasa

R(®;)

R*(®r)



A regularis modellvizsgalat feladata

Ellenorizni, hogy az elérheto allapotokban csak a rendszer
kovetelményeinek megfeleld konfiguraciok vannak-e.

Egy P = (¥, ¢, R) program esetén igaz lesz-e, hogy
R*(¢) N ¢ = 0, ahol ¢ a rossz konfiguraciok halmaza.

Feladat: R*(¢) meghatarozasa.



R*(¢;) meghatarozasa

o Kétféle modszer van:

— Az elerhetds2gi halmaz kisamitasa Egy adott ¢ regularis
nyelv és R regularis relacio esetén R*(¢) meghatarozasa.

— Atranzitiv lezart kiszamitasa Adott R regularis relacio esetéen
R meghatarozasa.
e Alkalmazhato technikak R*(¢) és R kiszamitasara:
— Automata konstrualasa,

— Widening technikak.
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Widening technikak [2]

Egy P = (¥, ¢, R) program helyességének vizsgalata soran a
widening technikak Iényege, hogy R*(¢) helyett egy bovebb
R*(¢) C ¢4 regularis nyelvet hatarozunk meg (az elérhetoségi
halmazt) és azt ellen6rizzik, hogy ¢4 N ¢ = () teljestil-e.
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Widening technikak [2]

1. Elemi widening.

Ellenorizzuk, hogy léteznek-e ¢+, ¢o, A regularis nyelvek, melyekre
(1) ¢ = ¢1 - P2 €S R(P) = ¢1- A - o,
(2) ¢1- A" -2 = R(p1 - A" - 2) U ¢

Az (1) feltétel jelentése, hogy R alkalmazasanak hatasa ¢-re egy A
beszlrasa ¢; és ¢, kdzeé.

A (2) jelentése, hogy R*(¢) C ¢1 - A* - ¢o. Valbjaban (2) jelentése,
hogy ¢1 - A* - ¢5 egy fixpontja az X = R(X) U ¢ egyenletnek.

Ellendrizzik, hogy ¢1 - A* - ¢o = R(¢1 - A* - ¢2) U ¢ teljesil-e. Ha
igen, akkor megallunk, egyébként Gjra alkalmazzuk az eljarast
¢1 - A" - po-re.

Ha az eljaras terminal, akkor a kapott ¢ 4 halmaz R*(¢) felso
becslése.
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Widening technikak [2]

Az X = R(X) U ¢ egyenletnek R*(¢) fixpontja, hiszen

R*(¢) = R(R*(9)) U ¢

Tarski fixponttétele szerint pedig R*(¢) az X = R(X) U ¢ egyenlet
legkisebb fixpontja.

A masik irany( tartalmazas: ¢, - A* - 2 C R*(¢) nem minden
esetben teljesdl.

Ha (2) nem teljesuil, akkor ¢ = ¢ - A* - ¢o-vel kezdjik elblrol feltételek
ellendrzését.
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Példa elemi wideningre [2]

A korabbi példaban, ha ¢ =t L* és R(¢) =1t L*, akkor
R*(¢) =L* t L* valasztast végezziik, ami most pontos becslést
jelent.

Ezt elmetszve a rossz konfiguraciok (t+ L)*t(t+ L)*t(t+ L)*
halmazaval az Ures halmazt kapjuk, azaz a rendszer helyes.
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Widening technikak [2]

2. Unary (egyszeri) widening.

Akkor hasznalhato, ha
e ¢ felirhatd ¢ = ¢, - ... ¢, alakban és,

e R egyetlen pozicion alkalmazhato, és

° R(¢):U¢1'---'¢¢'Ai'¢i+1'~--'¢n

Legyen ¢' = ¢1 - AT -2 ... dp_1- A1 - Dn.

Ellendrizzik, hogy ¢" = R(¢") U ¢ teljesil-e. Ha igen, akkor
megallunk, egyébként Gjra alkalmazzuk az eljarast ¢'-re.

Ha az eljaras terminal, akkor a kapott ¢ 4 halmaz R*(¢) felso
becslése.
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Példa unary (egyszeri) wideningre [2]

Példaul, ha ¢ = a*ba* és R = R, - (a, c) - R;q akkor
e ¢ felirhatd ¢ = ¢, - ¢ - Pp3 alakban, ahol 1 = a*, ¢ = b, ¢35 = a*,
e R(¢p) =a*ca*ba* 4+ a*ba*ca*

o R*(¢) =a"(ca*)*ba* + a*b(a*c)*a* = (a + ¢)*b(a + ¢)*
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Widening technikak [2]

3. Regular widening.

Akkor hasznalhato, ha

e ¢ felirhatd ¢ = ¢, - ... ¢, alakban és,
o R(¢) = U¢1 N1 P2 Noi- P31 Ap—1i Pn

Legyen

(b/ — (bl ' (ZiAl,i>* . ¢2 ' (Zz A2,z‘)* | (bs Tee et ¢n—1 ' (Zz An—l,z’)* . ¢n

Ellendrizzik, hogy ¢" = R(¢") U ¢ teljesil-e. Ha igen, akkor
megallunk, egyébként Gjra alkalmazzuk az eljarast ¢'-re.

Ha az eljaras terminal, akkor a kapott ¢ 4 halmaz R*(¢) felso
becslése.
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Példa regular wideningre [2]

Legyen ¢ = a*b*, €s
e R=Riq-((a,c)  Rig-(b,d) + (a,e)  Rig- (b, f)) Ria
o ekkor R(¢) = a*ca™b*db* + a*ea*b* fb*, €s

e R*(¢) ={w € (a*c+ a*e)*a*b*(db* + fb*)*||w|. = |w|q €S |w|. =
wlr}
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Widening technikak [2]

Altalanosabb eset az, ha ¢ felirhatd ¢, - ¢ - . .. - ¢, alakd nyelvek
véges Unidjakent.

Legyen ¢ és ¢’ két regularis nyelv. Ekkor azt mondjuk, hogy ¢ < ¢’,
ha létezik két sorozat, (¢7) és (A, ;) Ugy, hogy

o p=|Jol ¢4 ... ¢ &
J

J

¢ ¢ = UUQ% DISERE qﬁ% - No i q% T ;7;,,_1 ANp_1i Cb%-
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Widening technikak [2]

Definialjuk a V operatort a kdvetkezoképp:

Ha cb' < ¢', akkor V(gb,' ¢') = | |
ol - O M) dd- O Asag) bl () A1) ¢l
7 7 7 7

Ekkor R*(¢) becsléséhez hasonlitsuk 6ssze ¢ és R(¢)-t.

Ha ¢ < R(¢), akkor legyen ¢’ = V (¢, R(¢)) és ellenOrizzik, hogy
¢’ = R(¢") U ¢ teljesiil-e. Ha igen, akkor megallunk, egyébként Gjra
alkalmazzuk az eljarast ¢’-re.

Ha az eljaras terminal, akkor a kapott ¢ 4 halmaz R*(¢) felso
becslése.



Pontos widening [2]

Azt mondjuk, hogy az R relacio jol megalapozott, ha nincsen
szavaknak olyan végtelen wg, w1, . .. sorozata, melyre
Vi > 0, (?,UZ'_H,’LU@') c R.

Azaz nincs ilyen: ... ws Rwi Rwy.

Péeldaul a természetes szamokon értelmezett < relacio jol
megalapozott.

Téetel [4]. Ha R jol megalapozott, akkor barmely ¢, ¢’ C ¥* esetén
¢’ = R*(¢) akkor és csak akkor, ha ¢’ = R(¢') U ¢.
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Pontos widening [2]

Ha R jol megalapozott, akkor pontos becslést tudunk adni.

Ugyanis ekkor az el6z0 tétel szerint ¢' = R*(¢) akkor és csak akkor,
ha ¢’ = R(¢") U ¢, ami pontosan azt jelenti, hogy R*(¢) az egyetlen
fixpontja az X = R(X) U ¢ egyenletnek.

Vagyis, ha a widening technikaval meghatarozunk egy ¢’ fixpontot,
akkor az nyilvan R*(¢)-vel lesz egyenlo.



Widening szituaciok felismerése [2]

Célja: adott ¢ és ¢’ regularis nyelvekrél elddnteni, hogy azok
felirhatbak-e az alabbi alakban.

e o=Joler... 0 es,
J

° ¢ = UU¢{A1,i,j¢‘;A2,z’,j¢‘§ RN/ ST
i

Ehhez vesszik a ¢-t és ¢'-t felismerd automatakat:
o M= (Q72767QO7F)1 L(-/\/l) — Qb,
o M'=(Q',%,0,q), F'"), LM') = ¢ .
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Widening szituaciok felismerése [2]

Megkonstrualunk egy P automatat, amelynek allapothalmaza

Q x Q'. Kezdballapota (qo, ¢},) €s parhuzamosan szimulaljuk M és
M’ mikodéseét.

Minden elérheto (¢, ¢’) allapot esetén nemdeterminisztikusan
dontink, hogy folytatjuk a szimulaciot M-ben és M’-ben is vagy
M-ben megallunk és csak M’ haladunk tovabb.

Mivel P nemdeterminisztikus ezért egy (w, w’) bemenet esetén tobb
felismero futasa is lehet, melyek az alabbi alak(ak:

p=(q0,05) = (q1,¢)) = (1 = q2, ) = (g3, G4) = (¢3 = qu, q})) —
- — (qr, qp)

ahol gpr € F, ¢ € F'
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Widening szituaciok felismerése [2]

Ekkor k& > 1-re a P automata felismeri

o ¢;-t, haakezdallapotanak (ga(x 1), dh(,_y))-t végallapotanak
(g2r—1, qék_l)-t valasztjuk,

e Ay -t, haakezdballapotanak (gax—1.q5;, 1)-t, végallapotanak
<QQ]€—17 q/%)-t VélaSZtJUK

Ezzel a modszerrel az dsszes lehetséges felbontasat megkapjuk a ¢
és ¢’ nyelveknek.
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